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辐射治疗能区内电子束在轻介质

中的平均能量计算

蒋 彬 罗正明
�四川联合大学原子核科学技术研究所辐射物理中心

，
成都 �������

摘要 从高能电子在多成分介质中输运的 ��������� 方程出发
�，
采用 ������一������ 近似 导 出 电

子束能量分布的高斯谱
，

对连续慢化近似������进行修正从而引入修正的 ����平均能量
，
并采用杨

振宁的多次散射理论
，

最后给出一个计算高能电子束平均能量的递推
一迭代算法

。
并给出了由该算法得

出的部分计算结果
，
并与相应的 �����一����模拟及实验测量作了比较

，
比较的结果表明该算法能够较

为精确地计算高能电子束在轻介质中的平均能量变化
。

此外
，
还讨论了在辐射治疗剂量算法中最常见的

电子束平均能量计算公式
，
即��

���� 公式和 �����
�公式

，

并提出了一个较这两个公式更为精确的半经

验公式
。

关键饲 电子束平均能量
，
辐射治疗

，
辐射剂量

，
电子束剂量学

电子束辐射治疗的效果依赖于计算机计划系统的剂量计算精度
，

而电子束平均能量 的 计 算

对剂量分布的计算有显著的影响
，
因此

，
平均能量是电子束辐射治疗剂量学中的一个重要 基 本

参数
。

目前的各种电子剂量算法通常采用简单的 ������ 公式或 ��曲��公式来计算电子束平均能

量 〔 ‘ 一 “ ，。

这两个公式都是根据连续慢化近似������并对电子的阻止本 领作近似节导出的
。

由于

忽略了电子束的能量损失歧离以及多次散射效应
，
������ 公式在形式 上 是线性的

，

�����
�公式

给出的结果也近似于线性
。

实际上在辐射治疗能区内��一�� ����
，
电子束的能量损 失 歧离和多

次散射效应都不容忽视
，
电子束平均能量随穿透深度的变化并不是线性的

，
特别是在电子的后半

射程近于指数衰减
。

因此
，
������ 公式在电子束的整个穿透过程中

，
以及 �����

�
公式在大深 度范

围内
，

都严重偏离了电子束的实际平均能量
，
从而给电子束的剂量分布计算带来较大的误差��〕 。

�����
一

����
� 方法或比较完善的解析理论都可以用来计算电子束的平均能量

，
并给出相当精

确的结果
，
但往往比较复杂

，
要花费较多的计算时间 〔�，��。

因此
，
本文将基于电子输 运的 ��������

�� 方程
，

修改连续慢化近似
，

提出一个较为快速准确的计算高能电子束平均能 量 的 解析算法
。

此外
，
为了便于 日常治疗计划中剂量计算的实际应用

，
本文根据 ������公式和 �����

�公式 进一

步给出一个更好的近似公式
。

在本文的第 �部分中
，�

首先从高能电子在多成份介质中输运的 ��������� 方程出发
，
导出电

子束的能谱
，

然后在第 �部分中给出电子束平均能量计算的新算法
， 。

并将 该算 法 算出的结果与

����
� ����。 数据和实验值作了比较

。

在第 �部分中
，
分析了 ������ 公式和 �����

�
公式

，
并在

教基础上提出一个新的近似公式
。

蜂稿日期
�
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，
修改稿 �日。�一��一��
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� 高能电子束的能量分布

假定一个单能无限宽平行电子束垂直入射到半无限均匀靶介质表面
，
入射电子在介质表面的

能量为 � 。 。

靶介质由多种成分组成�化合物或混合物�
，
其中原子序数为 石 的组分原子的数密度为

�，。
在辐射治疗的能区内

，
作者只考虑电子和靶介质之间的三种主要相互作用

，

即电子和靶核的

弹性散射
、

靶原子核外电子的非弹性碰撞以及电子的韧致辐射
，
并可以忽略弹性碰撞过程中的能

量交换
，
以及电子发射韧致辐射光子后的方向变化 〔吕，。

基于上述考虑
，
并注意到全同粒子效应

，

高能电子在多成份介质中输运的 ��������� 方程可以写为 一

�
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其中

������

�簇����
���

��
����‘‘

一一��

“ 一 是入射电子在第 ‘ 种靶原子核 ������
” 场中的弹性散射微分截面 ， “ ·

是
瑜弩呈

靶电子之

间的非弹性散射微分截面 �口，�
是电子在第 �种组分介质中的韧致辐射微分截面 � ���， � ，

��是电

子关于角度和能量的微分注量
。 ’

令 ，��，

砚“ �� ‘获砚
“ �

，
其中 �

为电子的实际径迹长度
。 几

对方程��冲的方向�在 、 � 空间

积分
，
并注意到

· � �

���
，���

丁
‘ 二

益�一�
，
��

���

是电子束的能谱
，
于是方程 ���变为

�
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�
� � � � �

邝户 �

一丽
�到仁�，乞�� 于�

，� ‘
��

�一

��
‘
���

， �
‘
�“

。

��
‘ ， �

‘ 一 ��一 ���
，���

。 ‘ “ · ‘

��
，
�����

��’���
，�‘，“ 一�� ‘ ，�一 �，一 �‘�，

�，
丁�

�一 、� ， ��“ � ����
������

�名��

引入 ��
�����变换
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，
��� ���

一 ’�����
，��

���

���
， ��二

瑞旨丁丁

佘犷
���，护����

， ��

之后
，

方程���为
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斋祈�，
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，
��

�
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按交换能量展开到二阶

一二
，����

一

誉
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代入方程���中有

斋员�
�，��� ，�石二箭丁丁

一��

一
� ‘一 �，�七。 七

��，

�“ � 户 一
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一

一 ，二户一 甲丁笼书二 � �七�一
‘ � 。 到 戈�，匕少��。 ‘吸匕�

艺 斌 艺冗 � 一 。

其中 ��
。 、
是电子总的阻止本领

��
。 、
���� �

。 。 一���� �
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二

于
�直��
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‘���。 ·

��
，��� �

于�
�
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‘��一��·�，�

��
。 。
是总的能量损失歧离
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使用窄能谱近似������后
，

方程��� 可以写为

备夭�
�， ��� ‘��毛。 七 〔�·

���〕祈�
�， ��一

导
�

、 。
汇�

�
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���

���

���
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式中 �
。
���是电子束在径迹长度 �

处的平均能量
。

窄能谱近似是由罗正明 等人 首先 提出的 ‘。 ，。，。

其基本思想是
�
如果带电粒子束的能谱相对其平均能量足够窄

，
那么在一个积分中与能谱相乘的

相互作用截面可以在平均能量附近作 ������ 展开
，
即

丁�
����

，������‘�二�〔�· ‘���
丁�尹

�一��‘�

这里
，
���

，
��是带电粒子束的能谱

，
����是带电粒子和介质原子相互作用的任何 函数

。

治疗能区内
，
电子束的能谱展宽在大部分射程内都比较小

，
因此使用这个近似是合理的

。

考虑到单能入射电子束的初始能谱为 �谱
，
可以从方程����

‘

得出

����

在辐射

���
，���

侧 �兀

二�

�
一 ‘��。 �

小
七。 ‘ 〔�·

�����卜誉丁�
�

‘ 。 �〔�·

���〕��
� ����

对连续慢化近似������进行修正
，

可以引入 一 个 新 的概 念
，
即修 正 的 ���� 平均能量

�
。

���

�
。

��卜 �。 一

丁�
�一 〔�·

�，�〕“
����

注意到式中阻止本领的自变量是电子束的实际平均能量 �
。

���
，
因此修正 ���� 平均能量 和通常

的 ���� 平均能量在计算方法上略有不同
。

此外
，
它的定 义域也从 � 二 ���

。
��

。
为 ���� 射程�

拓展到 名� 。‘ �� 。
只不过

���� 时其值为负
，
这时 �

。

仅是一个参数
，
不具有实际的物理含义

，



第 �期 蒋 彬等
�

辐射治疗能区内电子束在轻介质中的平均能量计算

还定义
“ ����

丁�
�一 。�·

�‘，〕�‘

于是���� 式变为
吮 �

�

� 「
�

� 一
， 、

�“ 。 ， � 、
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，犷�� 一�祝于带井����一 �犷 七
。
弋��一 �二二�一“ 又���

丫 艺兀 � 乙 」

对上式作 �������逆变换
，
可以得到电子的能谱

� �

�
�

�
�

�
��“ ，七�一于不雨

���� 卫匕里
��

么� 一 」

����

����

����

易见
，
得到的电子能量分布是一个高斯谱，其平均值为邵

，
万 方差为如

�‘ 对子高能电子在介

质中的深穿透情形
，
用高斯分布来描述电子能谱是可行的 ‘ 一

少
比 杯 甘 一 ‘

公电子束平均能量算法

根据定义
，

电子束的实际平均能量为

翱
�

叮沙邝
�

卿�
介��，���� ����

将����式代入上式后可以得到

�
�

��卜 。 。

���十

了平一
�‘�·�
�
�

一
，
�佘�� ����

式中 ���是误差函数
。

公式叔��与公式����
、

���� 构成了一个封闭的循环
，
因此在实际计算中

，

引入一个递推
一
迭代关系

，

将电子的径迹长度分为许多小区间
，
于是这三个公式可以离散为

�
。 ‘�、�， �·
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�

卜粤
��
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一，
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���，

上述方程的初始条件为 �
。

��
。
�� �

。
��

。
�� �

。 ，。 ��。�� �，
其中 �。 � �

。

令 �
�‘ ” ，����� �

。

���
� ��

，
代

入����
、

����式中求出 �
。 ‘ 。 ’��

�
�和 。 ‘�’����

，
然后再将 �

。 ‘ ” ，��、�和 。 ‘ 。，��
��代 入����式中求出

��众’��
、
�

。

同样
，
可以由 �

。 ‘ ” ��
�
�求出�

。 ‘ “ �����
，
直到�“ � ’��

、 �
，
使 ��

�‘������一 �
。 ‘ “ 一 ‘ ’��、���

���� ’��、 ���成立��是设定的误差限�
。

这时
，
可以认为 �

�

��动
‘

二 �� ‘呼��
�
�

为了得到电子束平均能量沿穿透深度的变化
，
使用杨振宁的径迹曲折分布理论

。

径迹曲折分

布就是电子束在某个穿透深度处的径迹长度分布
，
杨振宁曾采用小角近似导出一个标度公式 〔 ‘ “ �

六
�一�

�〔二��一 ����一 �二��一 。����
�、 �

一

令��
” ‘ 一 “ ��八�， ���

����

山

�了��，哎、叮�口飞

一一
、�矛

�
了‘、

�

其中 �

情形
。

为标度参数
。

由于杨振宁的理论忽略了电子的能覃脚失
，

必须作一些修企才能用于深穿透

考虑了电子的能量损失后
，

可以利用 ����卜�����理论重新写出标度参数
〔 “ ’

� � ��一 ����，��� ����
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式中 � 为电子的穿透深度
，
�抓��是电子束散射本领的一阶矩

， 一

其定义由 参考 文献 〔��〕给出。
于

是得到电子束平均能量随穿透深度的变化
、

、，产、卫了氏�九匕�自�口
了�、了�、�

· ‘·，�
丁�����

。 〔��� ，��〕��

其
、

中

���
，��� � � ������

计算了 �� ���
、

�� �
�� 和 ����� 的电子束在均匀水模中平均能量随穿透深 度的变化

，
计

算结果分别给出在图 �
、

图 �和图 �中
，
并和 ����� ����� 模拟数据作了比 较

〔’ ，，，。 由 于 �����

����
。
方法给出的结果比较精确

，
在实验数据缺乏的情形下

，
可以用该方法对解析算法进行初步的

�

检验
。

从图中可以看出
，
当入射能量为 �����时黔本文的算法与 �亘��

“ ����� 方法在电 子束穿

透的整个过程中都符合得相当好 � 当入射能量为 �� ��� 和 �� ��� 时
，
在电 子的前半射程

，
本

结果与 ����“ ����� 数据符合得非常好
， 一

接近电子射程末端时符合程度稍差一些
，
但变化趋势仍

是一致的
。

此外
，
还计算了 �� ��� 电子束在碳�密度为 �

�

���。�
�
�中穿透时平均能量随深度的变

化
，
并和 ������的实验结果作了比较 〔 ‘ ’， 如图 �所示

。

同样
，一

本文的计算结果在实验误差范围内

与测量值符合相当好
。

应当指出的是
，
杨振宁的径迹长度分布理论是建立在小角近似基础上的

。
由于采用该理论来

考虑多次散射效应
，
本文算法的适用范围是高能电子入射轻元素组成的介质

。

在肿瘤的辐射治疗

技术中
，
所用的电子束能量都比较高��一������

，
处理的介质�人体�也主要 由轻元素组成

，
因

此本文的算法可以用于辐射治疗的剂量计算
。

补。县一入沙。
口。‘佰�芝
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��� �
。
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、
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�一�
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�让� �����
������ ����������

�一一�
���������� ���� ������ ����们����，

�… � ����过���� ���� ������ ����������多

�一一� ���������� ���� ������� ���
�

�，
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� 计算电子束平均能量的近似公式

在电子束辐射治疗的剂量算法中
一，
电子束平均能量的计算普遍采用
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是电子束的实际射程
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公式����
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在辐射 治疗

能区内与实验数据的符合程度好于 ��
。

实际上
，
������公式忽略了电子阻止本领随电子能量的变化

，

并采用了连续慢化近似
。

本文

把采用公式 ����和����计算出的电子平均能量也给出在图 �至图 �中
。

容易看出
，
在 电子 穿透

的大部分射程范围内
，
������ 公式都严重偏离 ����“ ����� 值或实验数据

。
由此可见

，
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式是一个相当粗糙的近似公式
。 ，

������假定在辐射治疗能区内电子的碰撞阻止本领是一个常数
，
而辐射阻止本领随能量线性

变化
，
并且也使用连续慢化近似

，
从而导出一个较 ������公式更为精确的电子束平均能量公式 汇“ ’
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图 �至图 �中给出了用 ������
公式计算的电子束平均能量值

。

易见该公式较之 ������公式

已有很大的改进
，
特别是在电子的前半射程

，

������公式算出的 结果 基本 上与 ����� ����� 数

据或实验值是符合的
。

从图中看出
，
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公式给出的结果在趋势上 仍近 于 线性
。

将公式����
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中的指数项展开到二阶
，
则有
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方括号中第二项表征了平均能量和穿透深度的非线性关系
，
但 在 辐 射治疗 能区

，
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并和能量基本无关
。
由此可见

，�

�����
。 公式中非线侄项对平均 能量

�的影响非常小
。

总的来说
，

在电子束射程末端珍����公式仍远远偏离电子束的实际
，

乎均能量
，
不再适用

。
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该公式由两部分组成
， 认

因而给出如苹均能董与深度
的关系是一条折线

，
如图 �至图 �所举

。

公式���� 与对比数据的符合程度已大大好于 ������公式和 �����
“ 公式
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